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Des se´ries de tissus ordinaires de rang maximum
en toute dimension
J.P. Dufour1 et D. Lehmann2
1 Introduction
On pose : c(n, h) :=
(
n+ h− 1
h
)
(dimension de l’espace des polynoˆmes homoge`nes de degre´ h en n variables).
Pour tout entier n (n ≥ 2), et tout entier d (d ≥ n), on note :
k0 l’entier tel que c(n, k0) ≤ d ≤ c(n, k0 + 1),
π′(n, d) := k0.d− c(n+ 1, k0) + 1 ,
=
∑k0
h=1
(
d− c(n, h)
)
,
(rang maximum des d-tissus ordinaires, au sens de [CL][DL], sur une varie´te´ de dimension n,)
ρ(n, k0) := π
′
(
n, c(n, k0)
)
.
Convention : Pour tout couple (p, q) d’entiers, (p ≥ 0), on pose :
(
p
q
)
= 0 si q < 0 ou q > p.
Dans cet article, nous de´finissons une famille infinie
(
W(n,E)
)
n
de c(n, k0)-tissus holomorphes
de codimension un, en toute dimension n, a` partir d’un certain ensemble fini E de fonctions. Nous
montrons qu’il suffit de ve´rifier un nombre fini de conditions pour que ces tissus soient tous ordinaires,
et tous de rang maximum ρ(n, k0). En outre, ces conditions peuvent eˆtre teste´es pratiquement sur
ordinateur a` l’aide du programme publie´ dans [DL], avec un temps de calcul qui reste acceptable
pourvu que k0 ne soit “pas trop grand”.
1.1 De´finition des tissus W(n,E)
Lemme 1 : Quels que soient n et h, la formule suivante est ve´rifie´e :
c(n, h) =
h∑
k=1
(
h− 1
k − 1
)
.
(
n
k
)
.
De´monstration : L’espace Lh(n) des polynoˆmes homoge`nes de degre´ h en n variables (x1, · · · , xn)
se de´compose en somme directe des sous-espaces Lh(k, n) engendre´s par les monoˆmes dans lesquels
interviennent exactement k des n variables. Or la dimension de Lh(k, n) est e´gale a`
(
h− 1
k − 1
)
.
(
n
k
)
puisque
(
h− 1
k − 1
)
est aussi la dimension c(k, h− k) de l’espace des polynoˆmes homoge`nes de degre´ h
en k variables (x1, · · · , xk) qui sont multiples du monoˆme x1.x2 · · · .xk. Le lemme en re´sulte.
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A partir de maintenant, l’entier k0 (≥ 2) est fixe´ une fois pour toutes.
Soit Tk un tissu sur un ouvert de C
k. Si n de´signe un entier > k, et I un multi-indice
I = (1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n), la projection π
n
I : (x1, x2, · · · , xn) 7→ (xi1 , xi2 , · · · , xik) de C
n
sur Ck permet de transposer Tk en un tissu (π
n
I )
∗(Tk) sur un ouvert de C
n : si Tk est de´fini lo-
calement par la famille d’inte´grales premie`res
(
ub(x1, · · · , xk)
)
b
, (πnI )
∗(Tk) admet
(
ub ◦π
n
I
)
b
comme
famille d’inte´grales premie`res.
Dans la suite, T1 de´signera le feuilletage par points sur un ouvert de C (admettant comme inte´grale
premie`re la fonction identite´ x 7→ x, ou n’importe quelle autre fonction holomorphe re´gulie`re de la
variable x). Si πnλ : (x1, x2, · · · , xn) 7→ xλ de´signe la λ-e`me projection, (π
n
λ)
∗(T1) est donc le feuilletage
(xλ = cte).
De´finition : On appellera ensemble de tissus k0-e´quilibre´ la donne´e, pour tout k = 1, · · · , k0 , d’un
c(k, k0 − k)-tissu Tk, ve´rifiant les conditions suivantes :
- les inte´grales premie`res ub permettant de de´finir Tk font intervenir explicitement toutes les
variables (x1, · · · , xk) ;
- si l’on fait varier I dans l’ensemble Ik(n) des multi-indices I = (1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n), et
k de 1 a` k0, la superposition de tous les tissus (π
n
I )
∗(Tk) est un tissu W(n,E) sur C
n.
[Si n < k0, seuls interviennent les tissus Tk tels que k ≤ n].
Si E = (Tk)k est un tel ensemble k0-e´quilibre´, le tissu W(n,E) de´fini ci-dessus est un c(n, k0)-tissu
en vertu du lemme 1. Il est donc ”calibre´”, selon la terminologie introduite dans [DL], et l’on peut,
de`s lors qu’il est ordinaire, tester s’il est ou non de rang maximum, selon que sa courbure est nulle ou
non.
1.2 Exemples de´ja` connus
(les tissus Tk e´tant de´finis par des inte´grales premie`res
3) :
- pour k0 = 2, les tissus W(n,E), s’ils sont de rang maximum, sont d’un inte´reˆt limite´, puisqu’ils
sont tous line´arisables et localement du type T1 = {x} et T2 = {x+ y} ;
- pour k0 = 3 avec T1 = {x}, T2 = {x+ y, x− y}, T3 = {x
2 + y2 + z2}, on obtient les tissus :
{xi (i ≤ n), xi+xj , xi−xj (i < j), (xi)
2+(xj)
2+(xk)
2 (i < j < k)}, ordinaires et de rang maximum
ρ(n, 3) ;
- pour k0 = 4, notons β(x, y, z, t) le birapport de quatre points distincts dans la droite projective
complexe ; les tissus W(A0,n+3) de Pereira-Pirio ([Pe]) (tissu de Bol pour n = 2) sont tous ordinaires
et de rang maximum ρ(n, 4) ; ils sont obtenus avec T1 = {β(x, 0, 1,∞)},
T2 = {β(x, y, 0,∞), β(x, y, 1,∞), β(x, y, 0, 1)}, T3 = {β(x, y, z, 0), β(x, y, z, 1), β(x, y, z,∞)}, et
T4 = {β(x, y, z, t)} ;
[La version affine de ces tissus, obtenue en fixant l’un des 3 points 0, 1 ou ∞ (par exemple en prenant
les rapports alge´briques β(x, y, z,∞) de trois points parmi les n+2 nombres (x1, · · · , xn, 0, 1)), procure
e´galement des tissus ordinaires et de rang maximum ρ(n, 3) ; ils sont alors line´arisables].
- pour k0 = 4 e´galement, on obtient les tissus WBn de [DL] (tissu duˆ a` Pirio ([Pi]) pour n = 2)
avec T1 = {x}, T2 = {x+ y, x− y, xy}, T3 = {x+ y + z, x
2 + y2 + z2, xyz}, et
T4 = {x+ y + z + t} ou {x
2 + y2 + z2 + t2} ou {xyzt} ;
ils sont encore tous ordinaires et de rang maximum ρ(n, 4).
3On se permettra l’abus de notation consistant a` noter une fonction u(x1, · · · , xk), au lieu de u ou de
(x1, · · · , xk) 7→ u(x1, · · · , xk) .
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Remarque :
Tous les exemples ci-dessus sont quasi-syme´triques4 au sens suivant : pour tout k (≤ k0), et pour
toute permutation σ de {1, 2, · · · , k}, le tissu Tk est (globalement) invariant par le diffe´omorphisme
(x1, x2, · · · , xk) 7→ (xσ(1), xσ(2), · · · , xσ(k)).
Mais cette proprie´te´ ne sera pas requise en ge´ne´ral.
2 Caracte`re ordinaire des tissus W(n,E)
Pour tout d-tissu W de codimension un en dimension n de´fini localement par les inte´grales premie`res(
ui(x1, · · · , xλ, · · · , xn)
)
1≤i≤d
, et pour tout multi-indice L = (ℓ1, · · · , ℓλ, · · · , ℓn) forme´ d’entiers
ℓλ ≥ 0, on pose :
ciL(W ) :=
n∏
λ=1
( ∂ui
∂xλ
)ℓλ
.
Ayant ordonne´ les indices i et les multi-indices L, notons Ph(W ) :=
((
ciL(W )
))
i,L
la matrice de
taille c(n, h) × d de´finie pour 1 ≤ i ≤ d et |L| = h, ou` |L| := ℓ1 + ℓ2 + · · · + ℓn de´signe le degre´ de
L. Rappelons ([CL],[DL]) que le tissu est dit ordinaire (au voisinage d’un point de Cn) si toutes les
matrices Ph(W ) sont de rang maximum inf
(
d, c(n, h)
)
au voisinage de ce point, et qu’il suffit pour
cela qu’elles le soient pour h ≤ k0, k0 de´signant l’entier tel que c(n, k0) ≤ d < c(n, k0 + 1). Posons :
Ph,n := Ph
(
W(n,E)
)
.
Supposons aussi chaque tissu Tk de´fini localement par des inte´grales premie`res ub(x1, · · · , xk),
(1 ≤ b ≤ c(k, k0 − k)) graˆce auxquelles on peut de´finir les matrices Ph(Tk).
Le the´ore`me suivant permet de ramener la de´monstration du caracte`re ordinaire de chacun des
tissus de la famille infinie
(
W(n,E)
)
n
a` la ve´rification d’un nombre fini de conditions :
The´ore`me 1 :
Les quatre assertions suivantes sont e´quivalentes :
(i) Les tissus W(n,E) sont tous ordinaires, quel que soit n, (n ≥ 2).
(ii) Le tissu W(k0, E) est ordinaire.
(iii) La matrice Pk0,k0 est inversible.
(iv) Les matrices carre´es Pdk(Tk), de taille dk × dk, sont toutes inversibles quel que soit k,
(1 ≤ k ≤ k0), ou` l’on a pose´ dk := c(k, k0 − k).
De´monstration : Les implications (i)⇒ (ii)⇒ (iii)⇒ (iv) sont e´videntes. On va maintenant montrer
(i)⇔ (iv).
Commenc¸ons par ordonner les c(n, k0) indices i et les c(n, h) indices L de la matrice Ph,n. Pour
cela, donnons nous, pour tout k = 1, · · · , k0, un ordre arbitraire O(k, n) sur l’ensemble Ik(n) des
multi-indices 1 ≤ λ1 < λ2 < · · · < λk ≤ n. Fixons aussi un ordre arbitraire O
′(k) sur l’ensemble
Ek des c(k, k0 − k) inte´grales premie`res ub. Fixons enfin un ordre arbitraire O”(k, h) sur l’ensemble
Lh(k, n) des multi-indices L = (ℓ1, · · · , ℓλ, · · · , ℓn) de degre´ |L| = h pour lesquels il y a exactement k
des entiers ℓλ qui sont non-nuls.
A chaque fonction inte´grale premie`re ub(xλ1 , · · · , xλk) de W(n,E), on attribue le triplet (k, a, b), ou`
k de´signe le nombre de variables intervenant dans l’expression de la fonction (1 ≤ k ≤ k0),
4Ce concept de´pend du choix des coordonne´es locales. Il n’est donc pas intrinse`que, et n’a de signification que
localement.
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a le nume´ro d’ordre de (1 ≤ λ1 < · · · < λk ≤ n) dans Ik(n) pour O(k, n),
et b le nume´ro d’ordre de ub dans Ek pour O
′(k),
(
1 ≤ b ≤ c(k, k0 − k)
)
.
Au multi-indice L = (ℓ1, · · · , ℓλ, · · · , ℓn), on attribue le quadruplet (h, k, a, b), ou`
h = |L|,
k de´signe celui des indices tels que L ∈ Lh(k, n) (1 ≤ k ≤ h),
a le nume´ro d’ordre du multi-indice (λ1 < · · · < λj < · · · < λk) dans Ik(n) pour O(k, n), tel que
ℓλj 6= 0 pour tout j = 1, · · · , k,
et b le nume´ro d’ordre de L dans Lh(k, n) pour O”(k, h),
(
1 ≤ b ≤ c(k, h− k)
)
.
On range alors les fonctions (resp. les quadruplets de degre´ h) dans l’ordre alphabe´tique des triplets :
(k, a, b) < (k′, a′, b′) si k < k′ ou (k = k′, a < a′), ou (k = k′, a = a′, b < b′).
On note Ph,n
(
(k, a), (k′, a′)
)
le bloc dans la matrice Ph,n forme´ avec les indices colonne de la forme
(k, a, ∗) et les indices ligne de la forme (h, k′, a′, ∗). Ces blocs ne sont forme´s que de ze´ros si k < k′
(ou si k = k′ et a 6= a′).
Les blocs sous-diagonaux n’ayant que des ze´ros, la matrice Ph,n est de rang maximum c(n, h) ssi tous
les blocs diagonaux Ph,n
(
(k, a), (k, a)
)
sont de rang maximum c(h, k0−h). Mais chaque bloc diagonal
Ph,n
(
(k, a), (k, a)
)
est e´gal, au nom pre`s des variables, a` la matrice Ph(Tk), ce qui montre que (i)
e´quivaut au fait que toute les matrices Ph(Tk) sont de rang maximum, (et entraˆıne aussi l’implication
(iii)⇒ (iv)).
Montrons alors qu’il suffit que Pdk(Tk) soit de rang maximum dk pour que les matrices Ph(Tk)
soient toutes de rang maximum quel que soit h, (h ≤ dk).
Pour k = 1, il n’y a rien a` de´montrer. Pour i = (k, a, b) avec k ≥ 2, tous les feuilletages ui = cte
sont transverses aux feuilletages xλ = cte, puisque ceux-ci font partie du tissu ; par conse´quent toutes
les de´rive´es partielles
(
ub(xi1 , · · · , xik )
)′
ij
sont non-nulles.
Soit a = (i1 < · · · < ik). A chaque ligne L = (ℓ1, · · · , ℓλ, · · · , ℓn) de Ph(Tk) correspondant au
quadruplet (h, k, a, b), associons l’indice λk(L), le dernier des λj tels que ℓλj 6= 0, et multiplions tous
les termes de la colonne i = (k, a, b) de Ph(Tk) par le nombre
((
ub(xi1 , · · · , xik)
)′
λk(L)
)dk−h
: en
re´pe´tant l’ope´ration pour chaque colonne de Ph(Tk), on obtient la ligne L
′ = (ℓ′1, · · · , ℓ
′
λ, · · · , ℓ
′
n) de
Pdk(Tk) pour laquelle ℓ
′
λ = ℓλ si λ <> λk, et ℓ
′
λk
= ℓλk + dk − h. En re´pe´tant maintenant l’ope´ration
pour chaque ligne de Ph(Tk), on obtient une sous-matrice de Pdk(Tk), qui est de rang maximum si l’on
suppose Pdk(Tk) elle meˆme de rang maximum, et qui a meˆme rang que Ph(Tk) puisque les nombres(
ub(xi1 , · · · , xik )
)′
λk
ne sont pas nuls. Ceci ache`ve de prouver (i)⇔ (iv).
QED
3 Tissus W(n,E) de rang maximum
La` encore, la ve´rification d’un nombre fini de conditions va nous permettre de conclure pour la famille
infinie de tissus.
The´ore`me 2 :
Si tous les tissus W(n,E) sont ordinaires (n ≥ 2), il suffit - pour qu’ils soient tous de rang
maximum ρ(n, k0) quel que soit n - qu’ils le soient pour n ≤ k0.
En outre, leurs relations abe´liennes peuvent s’exprimer avec au plus k0 variables ; et si h de´signe
un entier compris entre 2 et k0, la dimension du sous-espace des relations abe´liennes faisant intervenir
4
exactement h des variables (x1, · · · , xn) est e´gale a` N(h, k0).
(
n
h
)
de`s que n ≥ h, N(h, k0) de´signant
la dimension du sous-espace des relations abe´liennes de W(h,E) faisant intervenir exactement toutes
les h variables (x1, · · · , xh).
De´monstration :
Puisque les tissus W(n,E) sont ordinaires, le nombre ρ(n, k0) est une borne supe´rieure de leur
rang, d’apre`s [CL] ou [DL]. Il nous suffit donc de montrer que ce nombre est aussi une borne infe´rieure
quel que soit n > k0, de`s lors que c’est vrai pour n ≤ k0.
De´finissons pour cela l’entier N(n, k0) par re´currence sur n (n ≥ 2) en posant :
N(2, k0) := ρ(2, k0),
N(n, k0) := ρ(n, k0)−
∑n−1
h=2 N(h, k0).
(
n
h
)
pour n > 2.
PuisqueW(2, E) est de rang maximum ρ(2, k0),W(n,E) admet exactement ρ(2, k0).
(
n
2
)
relations
abe´liennes inde´pendantes faisant intervenir explicitement deux des n coordonne´es (x1, x2, · · · , xn). En
particulier,W(3, E), puisqu’il est de rang maximum ρ(3, k0), admet exactement ρ(3, k0)−ρ(2, k0).
(
3
2
)
relations abe´liennes inde´pendantes (soitN(3, k0)) faisant intervenir explicitement les trois coordonne´es;
et W(n,E) admet exactement N(3, k0).
(
n
3
)
relations abe´liennes inde´pendantes faisant intervenir ex-
plicitement trois des n coordonne´es (x1, x2, · · · , xn) de`s que n ≥ 3. De proche en proche, on mon-
tre que pour tout h (2 ≤ h ≤ k0), W(n,E) admet exactement N(h, k0).
(
n
h
)
relations abe´liennes
inde´pendantes faisant intervenir explicitement h des n coordonne´es (x1, x2, · · · , xn), de`s que n ≥ h.
Ainsi, pour n ≥ k0, W(n,E) admet au moins
∑k0
h=2N(h, k0).
(
n
h
)
relations abe´liennes inde´pen-
dantes. Or ce nombre est pre´cise´ment e´gal a` ρ(n, k0), comme l’e´nonce le lemme ci-dessous.
QED
Lemme 2 : La formule suivante est ve´rifie´e pour n ≥ k0 :
ρ(n, k0) =
k0∑
h=2
N(h, k0).
(
n
h
)
ou, de fac¸on e´quivalente, N(h, k0) = 0 pour h > k0.
Remarque : La formule est en fait ve´rifie´e pour tout n ≥ 2 ; mais pour n ≤ k0, ce n’est que la
de´finition de N(n, k0).
De´monstration du lemme : Les deux termes de l’e´galite´ sont des polynoˆmes de degre´ k0 par rapport
a` la variable n, qui prennent les meˆmes valeurs en k0 + 1 points distincts (d’abord pour tout entier n
compris entre 2 et k0 d’apre`s la remarque ci-dessus, et aussi pour n = 0 et n = 1 ou` ils s’annulent):
ils sont donc ne´ce´ssairement e´gaux.
QED
4 Nouveaux exemples
- pour k0 = 3, les tissus W(n,E) construits avec les ensembles E suivants
T1 = {x}, T2 = {x+ y, xy}, et T3 = {x+ y + z} ou {xyz},
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T1 = {x}, T2 = {xy,
(x−1)(y−1)
(x+1)(y+1)}, et T3 = {x+ y + z} ou {
(x−1)(y−1)(z−1)
(x+1)(y+1)(z+1)},
T1 = {x}, T2 = {x+ y,
1
x
+ 1
y
}, et T3 = {x+ y + z} ou {
1
x
+ 1
y
+ 1
z
}
sont ordinaires et de rang maximum : il suffit de le ve´rifier a` l’ordinateur avec le programme de [DL]
pour n = 2 ou 3. [Les tissus obtenus pour n = 2 sont en fait, en plus des tissus line´aires, tous5 les
4-tissus planaires presqu’hexagonaux, c’est-a`-dire isomorphes a` des tissus de rang maximum du type
{x, y, f1(x, y), f2(x, y)} tels que les 3-sous-tissus {x, y, f1(x, y)} et {x, y, f2(x, y)} soient tous deux
hexagonaux].
- pour k0 = 4, les tissus W(n,E) construits avec l’ ensemble E suivant
T1 = {x}, T2 = {x+y, x−y, exp(x)+exp(y)}, T3 = {x+y+z, x+y−z, exp(x)+exp(y)+exp(z)},
et T4 = {x+ y + z + t}
sont ordinaires et de rang maximum : il suffit de le ve´rifier a` l’ordinateur avec le programme de [DL]
pour n = 2, 3 ou 4. [ Pour n = 2, on obtient en fait l’un des tissus de la liste des 5-tissus planaires
quasi-line´aires de rang maximum de Pirio-Tre´preau ([PT])].
Donnons nous maintenant une fonction holomorphe re´gulie`re f(x1, · · · , xk0) de k0 variables sur un
ouvert de Ck0 (ou plus ge´ne´ralement de (P1)
k0) , et un ensemble {m1, · · · ,mk0−1} de k0 − 1 points
distincts dans C ou P1. Pour tout k (1 ≤ k ≤ k0), de´finissons Tk comme l’ensemble des c(k, k0 − k)
fonctions
f(x1, · · · , xk,mi1 ,mi2 , · · · ,mik0−k)
obtenu en faisant varier le multi-indice (1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik0−k ≤ k0 − 1) de toutes les fac¸ons
possibles. Supposons l’ensemble E = (Tk)k ainsi de´fini k0 e´quilibre´.
Exemples de tels tissus qui soient ordinaires et de rang maximum :
- avec k0 = 4, f(x, y, z, t) =
(x−z)(y−t)
(y−z)(x−t) , et {m1,m2,m3} = {0, 1,∞}, on obtient les tissus
W(A0,n+3) de Pereira-Pirio.
- avec k0 = 3, f(x, y, z) =
x−z
y−z
, et {m1,m2} = {0, 1}, on obtient les tissus line´arisables, constituant
la version affine des pre´ce´dents.
Proble`me : Trouver plus ge´ne´ralement des conditions sur f et sur {m1, · · · ,mk0−1} pour que la se´rie
des tissus W(n,E) ainsi de´finie ve´rifie les conditions des the´ore`mes 1 et 2.
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